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Úvod

Až dosud jsme při renderováńı uvažovali, že je scéna ”vyplněna”vakuem a zanedbávali jsme
médium či média, která v mohou být obsažena mezi pevnými objekty ve scéně a pod́ılet se přenosu
světla. Těmito můžou být např́ıklad r̊uzné plyny, mraky nebo kapaliny, ale i některé pevné látky
(vosk, plasty, organické struktury apod.). Ve velmi malých scénách se toto opomenut́ı takřka ani
neprojev́ı1, avšak pokud bychom chtěli renderovat např́ıklad sklenici mléka, je nutné poč́ıtat s
přenosem světla skrze kapalinu, ačkoliv se nám může jevit jako nepr̊usvitná b́ılá; neńı tomu tak,
bez přenosu světla v kapalině bude sklenice mléka vypadat sṕı̌se jako sklenice latexové barvy.

Pokud se rozhodneme renderovat scény mimo vakuum a tedy uvažovat př́ıtomnost médíı
pod́ılej́ıćıch se na přenosu světla (anglicky participating media, dále jen PMa), zvýš́ı se t́ım di-
menze výpočetńıho prostoru a t́ım i náročnost výpočt̊u oproti běžné B-rep scéně, v každém bodu
prostoru se totiž může změnit směr světla nebo jeho spektrum.

Kromě renderingu lze znalost́ı o PMa využ́ıt v astronomii např́ıklad pro výpočty rozložeńı
hmoty v mlhovinách či k odstraňováńı modrého nádechu ze satelitńıch sńımk̊u.

Použitý model

Budeme pracovat’ s modelom, kde nepoč́ıtame s časticami explicitne, ale modeluje sa ich rozdelenie
v priestore. Z toho nám budú plynút’ koeficienty, ktorými poṕı̌seme vlastnosti toho-ktorého média.

Interakcia svetla s médiom

Najdôležiteǰsia veličina je pre nás radiancia. Tá sa môže zmenit’ v dôsledku interakcie svetla s
médiom nasledovnými spôsobmi. Všetky deje sa odohrávaju v smere paprsku, pozd́lž fixnej čiary.
Tj. v tom istom bode, pozd́lž inej čiary môžu byt’ deje a hodnoty radiancie odlǐsné.

Emise – částice v bodu vyzařuje světlo (např́ıklad oheň, jinak nebývá tak časté).

(ω · ∇)L(x, ω) = ε(x)

kde ε [W/(m3sr)] je emisný koeficient, ktorý udáva absolútny pŕıbytok svetla na jednotku

d́lžky v médiu. Nezáviśı teda na pôvodnej radiancii paprsku.

Absorpce – částice v bodu absorbuje určité kvantum energie světelného svazku.

(ω · ∇)L(x, ω) = −σaL(x, ω)

kde σa [m−1] je absorpčný koeficient, ktorý udáva percentuálny úbytok radiancie na jed-

notku d́lžky. Pre konštantnú σa je teda úbytok svetla v paprsku voči prejdenej vzdialenosti
exponenciálny.

1V takovém Cornell boxu nebude rozptyl světla v atmosféře pozorovatelný.



Out-scattering – v bodu se d́ıky rozptylu sńıž́ı intenzita světla.

(ω · ∇)L(x, ω) = −σsL(x, ω)

kde σs [m−1] je rozptylový (scattering) koeficient. Rovnica je identická s rovnicou pre absorp-
ciu. Jej význam je ale trochu iný: pri absorpcii svetlo zanikne, bez stopy. Pri out-scatteringu
sa svetlo iba odraźı od častice do iného smeru. Kedže nás ale zauj́ıma radiancia pozd́lž fixnej
čiary, matematicky je výsledok rovnaký.

In-scattering – v bodu se d́ıky rozptylu zvýš́ı intenzita světla.

(ω · ∇)L(x, ω) =
σs
4π

∫
4π

L(x, ω′)dσ(ω′)

Duálny jav k out-scatteringu. Svetlo pôvodne idúce iným smerom sa odraźı do smeru našej
fixnej čiary, takže ho muśıme zarátat’ do radiancie. Použ́ıva ten istý koeficient, ako out-
scattering, pretože energia pri týchto dvoch javoch vesměs nevzniká ani nezaniká.

Výraz (ω · ∇)L(x, ω) sa vyskytuje vo všetkých rovniciach, a znamená ’derivácia radiancie v

bode x pozd́lž smeru ω’. Každá rovnica teda hovoŕı o zmene radiancie na jednotku d́lžky pozd́lž
nejakej čiary.

Pozn: S emisivitou PMa sa často vôbec nepoč́ıta. Neuvid́ıme ju preto ani v upravenej zobrazo-
vacej rovnici.

Odvozené charakteristiky

Z koeficientov ktoré sme práve videli sa odvodzuje ešte zopár užitočných charakterist́ık.

• σt = σa + σs [m−1] – transportný (alebo extinkčný) koeficient

• σs

σt
– albedo, neboli procentuálńı vyjádřeńı rozptylu světla. Typicky sú média s vysokým

albedom t’ažšie na rendering, napr. mlieko, oblaky.

• 1
σt

– mean free path, zavádza sa pre homogénne médiá. Udáva priemernú vzdialenost’, ktorú
uraźı paprsok predtým ako nastane absorpcia alebo scattering (predtým ako ’naraźı do
nejakej častice’ média).

Fázová funkce

Analogíı BRDF pro PMa je tzv. fázová funkce popisuj́ıćı směrovou distribuci rozptýleného světla.
Jedná se o hustotu pravděpodobnosti definovanou na sféře. Špeciálnym pripádom je izotropná
fázová funkcia, ktorá má tvar

puni(θ) =
1

4π
,

Zde se sluš́ı poznamenat, že PMa s ryze izotropńı fázovou funkćı neexistuj́ı (respektive nejsou
známa); u těch, která se tak jev́ı, se efekt dostavuje d́ıky pr̊uměru mnoha r̊uzných jev̊u (in/out-
scattering a absorpce s vysokou četnost́ı). Uvedieme si dva základné modely anizotropného rozptylu
světla:

Rayleigh scattering – světlo interaguje s částicemi menš́ımi než je vlnová délka světla (atomy
a molekuly). Fázová funkce pro Rayleigh scattering vypadá takto2:

pray(θ) =
3

4
(1 + cos2 θ)

Tento druh rozptylu jednak částečně polarizuje světlo a jednak koeficient rozptylu σs záviśı
na vlnové délce vztahem λ−4, d́ıky čemuž se červené světlo rozptyluje méně než modré. To
spôsobuje, že slnko sa nám jav́ı ako žltej farby a obloha modrej.

2Měla by být ještě parametrizována vlnovou délkou, viz ńıže.
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Mie scattering – světlo interaguje s částicemi řádově větš́ımi než je vlnová délka světla (kapky
rosy, sněhové vločky apod. Fázovou funkci pro Mie scattering je nutné aproximovat, zde
uvád́ıme Henyey-Greensteinovu aproximaci

phg(θ, g) =
1

4π

1− g2

(1 + g2 − 2g cos2 θ)
3
2

kde parametr g ∈ (−1, 1) je tzv. parametr asymetrie určuj́ıćı hlavńı směr laloku; je kladný,
jedná-li se o dopředný rozptyl (napr. voda) a záporný v př́ıpadě zpětného rozptylu (backs-
cattering, napr. prach). Pre izotropné médiá, g = 0.

Objemová rovnice

Chceme-li do výpočt̊u osvětleńı zahrnout PMa muśıme sestavit pro přenos světla objemovou rov-
nici. Podobně jako klasická zobrazovaćı rovnice se dá objemová vyjádřit ve dvou tvarech. Jej́ı
směrová definice vypadá následovně:

L(x, ω) =

∫ s

0

Tr(x↔ xt) · σs(xt) · Li(xt, ω) · dt︸ ︷︷ ︸
(1a)

+Tr(x↔ xs) · L(xs, ω)︸ ︷︷ ︸
(1b)

(1)

Druhý člen

Obrázek 1: ilustrácia sč́ıtanca (1b)

V druhom člene (1b), L(xs, ω) predstavuje radianciu odrazenú od povrchu v bode xs. Hodnota
tejto radiancie sa riadi klasickou zobrazovacou rovnicou. Táto odrazená radiancia ale nedoputuje
k pozorovatel’ovi v pôvodnej hodnote, pretože je po ceste utlmená v médiu. Toto utlmenie je
reprezentované členom Tr(x↔ xs).

Tr je přenosová funkce (transmittance function) vyjadřuj́ıćı, kolik světla se v médiu ztrat́ı mezi
dvěma body, definovaná:

Tr(x↔ x′) = e−τ(x↔x′)

kde

τ(x↔ x′) =

∫ x′

x

σt(u)du

Speciálně Beer-Lambert-Bouguer̊uv zákon udává útlum světla při pr̊uchodu homogenńım médiem:

Tr(d) = e−dσt (2)
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Prvý člen

Obrázek 2: ilustrácia integrandu v sč́ıtanci (1a)

Prvý člen, (1a), je jednorozmerný integrál cez všetky body xt na úsečke od pozorovatel’a k
bodu xs. Sč́ıtame v ňom pŕıspevky in-scatteringu (Li) do bodu xt utlmené funkciou transmitancie
medzi x (pozorovatel’om) a xt.

Li představuje světlo sesb́ırané ze všech směr̊u v nějakém bodě v médiu:

Li(x, ω) =

∫
4π

p(x, ω′, ω) · L(x, ω′)dω′ (3)

kde p(x, ω, ω′) je fázová funkce.

Reprezentace médíı

Koeficienty jsou stanoveny vždy pro nějaký konkrétńı druh média. Pokud by jsme měli médium
smı́chané z v́ıce r̊uzných medíı v daném poměru, pak se koeficienty celého média źıskaj́ı váženou
lineárńı kombinaćı koeficient̊u jednotlivých médíı. Napr. ak poznám koeficienty pre mlieko a pre
vodu, stač́ı ich lineárne skombinovat’ s nejakou váhou a źıskam koeficienty pre mlieko zriedené s
vodou v prislušne váženom pomere.

Reprezentace PMa v paměti, tak, aby se s nimi dalo pohodlně pracovat je jedńım z problému,
které je potřeba vyřešit, aby bylo v̊ubec možné renderovat scény obsahuj́ıćı PMa. Hlavńı překážkou
je objemová povaha médíı z čehož plynou potenciálně velká množstv́ı dat. Existuje několik př́ıstup̊u,
jak se tohoto problému zhostit. Každý má své výhody i nevýhody a nedá se obecně ř́ıct, který z
nich je nejlepš́ı. Každý se hod́ı pro něco.

3D voxelová mř́ıžka

Médium reprezentujeme voxelovou mř́ıžkou, kde se v každém voxelu ukládaj́ı d̊uležité charakteris-
tiky (hustota a odvozené koeficienty).

Výhody: přesnost, snadná reprezentace detail̊u (jemněǰśı mř́ıžkou), rychlé vyhodnocováńı

Nevýhody: velké pamět’ové nároky (předevš́ım u animaćı), špatná editace, problémy s HDR

Množina bod̊u

Médium reprezentujeme jako množinu bod̊u (vzork̊u média) v prostoru. Každý bod má definovanou
hustotu, při dotazováńı je nutno provádět interpolaci z okolńıch bod̊u.
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Výhody: adaptivńı v čase (dobře se animuje) – 1:1 korespondence s částicovou simulaćı, slušné
nároky na pamět’, snazš́ı manipulace s daty

Nevýhody: pomalé vyhodnocováńı, ne úplně zřejmá interpolace mezi body

Analytická reprezentace

Pro média, jež jsou nějak omezena se dá nalézt př́ıhodná analytická reprezentace. Typickým
př́ıkladem je atmosféra. Jedná se o rozlehlé médium ve sféře, jehož hustota klesá s nar̊ustaj́ıćı
vzdálenost́ı od středu.

Výhody: velmi rychlé vyhodnocováńı, neńı potřeba ukládat v paměti nic v́ıc než parametry
funkce, je možné předpoč́ıtávat hodnoty

Nevýhody: př́ılǐs velká omezeńı – jednoduché tvary a situace

Kombinace

Lze též využ́ıt kombinace několika technik. Např́ıklad pro mrak můžeme ”vnitřek”reprezentovat
analytickou funkćı a až na okraj́ıch mı́t postavenou 3D mř́ıžku dodávaj́ıćı detaily. Daľśı možnost́ı
je použ́ıt bilboardy s elementárńı texturou, které se budou pomoćı alfa kanálu mı́chat dohromady.

Výhody: v mnoha př́ıpadech dobrý poměr zabrané paměti v̊uči detail̊um

Nevýhody: komplikovaná manipulace, vizuálńı problémy (bilboardy maj́ı tendenci být rozma-
zané a nevypadaj́ı realisticky, mraky např́ıklad nemuśı být ani uvnitř homogenńı)

Neinteraktivńı renderováńı

Pro offline renderováńı PMa je možné použ́ıt nám již známých metod, které je potřeba jen poupra-
vit, aby poč́ıtaly s nepř́ıtomnost́ı vakua ve scéně. Opět plat́ı, že některé metody mohou být pro
konkrétńı př́ıpady méně vhodné.

Ray marching

Je metoda založená na ray castingu. Od kamery vrháme ve směru pohledu paprsky do scény a
hledáme prvńı a posledńı pr̊useč́ık s médiem. Segment mezi pr̊useč́ıky potom vzorkujeme. Na těchto
vzorćıch poč́ıtáme osvětleńı. To provád́ıme vzorkováńım vektoru, vedeného z pozice aktuálńıho
vzorku směrem ke světelnému zdroji (viz Obrázek 3). Osvětleńı spočtené na vzorćıch segmentu
nakonec použijeme k určeńı výsledné radiance směruj́ıćı do kamery.

Matematicky to znamená, že integrál v zobrazovacej rovnici nahrad́ım sumou:

L(x, ω) ≈ (

S−1∑
t=0

Tr(x↔ xt) · ωs(xt) · Li(xt, ω) ·∆t) + Tr(x↔ xs) · L(xs, ω)

kde S je počet samplov pozd́lž paprsku od pozorovatel’a.
Transmitanciu Tr môžem poč́ıtat’ inkrementálne podl’a vzorca Tr(x1 ↔ x3) = Tr(x1 ↔

x2) · Tr(x2 ↔ x3) ktorý predpokladá homogenitu média po úsekoch. Alebo, v pŕıpade že celé
médium modelujeme ako homogénne, môžeme Tr poč́ıtat’ analyticky. Vtedy totiž môžeme použit’

Beer–Lambertov zákon (2), a výpočet transmitancie tak bude analytický. Výpočet sa tak urýchli
a spresńı.

Li v zobrazovacej rovnici predstavuje radianciu zo všetkých smerov, ale my poč́ıtame iba
pŕıspevok priameho osvetlenia, a zanedbávame všetkú interakciu svetla s médiom na viac ako 1
rozptyl. To spôsobuje, že v médiách s vysokým albedom sa s ray-marchingom strat́ı obrovský
podiel energie (pretože out-scattering zarátame, ale väčšinu in-scatteringu už nie).
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Obrázek 3: Vzorkováńı paprsku procházej́ıćıho mediem je značeno kruhy. Čtverce znázorňuj́ı vzor-
kováńı světelného vektoru.

Médium je obvykle reprezentováno formou 3D mř́ıžky nebo analytickou funkćı. Výhodou al-
goritmu je předevš́ım jednoduchost. K nevýhodám pak patř́ı, že neńı nestranný, dále pak ńızká
rychlost, omezeńı na single scattering a problematický antialiasing.

Path-tracing

Path-tracing pro renderováńı PMa je vcelku výhodný vzhledem ke své univerzálnosti a jedno-
duchosti. Nav́ıc je nestranný. Daj́ı se ovšem nalézt patologické př́ıpady, kdy bude renderováńı
neúnosně pomalé – typicky mraky, které jsou silně anizotropické a maj́ı vysoké albedo. Myšlenka
úpravy pro renderováńı PMa pomoćı path-tracingu spoč́ıvá ve vzorkováńı média ve směru pohledu
kamery a generováńı náhodných procházek skrze médium.

Potrebujeme teda vziat’ zobrazovaciu rovnicu (1) a aplikovat’ na ňu Monte-Carlo. Najprv sa
sústred’me na prvý člen rovnice (1a), to je ten, ktorý nás momentálne zauj́ıma. Nachádzajú sa
v ňom 2 integrály, jeden zanorený v druhom. Vonkaǰśı integrál integruje cez body na paprsku, a
vnútorný integrál (3) cez smery z tohto bodu. Pre metódu Monte-Carlo si muśıme povedat’, ako
budeme vyberat’ vzorky, v ktorých budeme funkcie vyhodnocovat’.

Najprv budeme vzorkovat’ bod na paprsku x′, a následne na základe tohto výberu navzorkujeme
smer ω′. Źıskame tak zanorený estimátor tvaru

f

p
= Tr(x↔ xt) ·

[
σs(x

′) · p(x′, ω′, ω) · L(x′, ω′)

p(ω′)

]/
p(x′)

Ako vždy pri MC, budeme sa snažit’ robit vzorkovanie podl’a dôležitosti (importance sampling).
Čo sa týka vzorkovania smeru, tak sa podobne ako pri BRDF budeme snažit vzorkovat’ hustotu,
ktorá čo najviac zodpovedá fázovej funkcii. Ak to vieme analyticky, tak sa rovno zo vzorca vykrátia.

Čo sa týka vzorkovania polohy na dráhe paprsku, určite to nechceme rovnomerne, ako pri
ray marchingu. Ideálne by bolo robit’ importance sampling podl’a transmitancie Tr. V pŕıpade, že
máme homogénne médium, pomôžeme si Beer–Lambertovým zákonom (2). Vzorkovat’ teda chceme
priamo z výrazu

Thomo(d) = exp(−dσt)

Najprv prevedieme tento výraz na PDF normalizáciou:

phomo(d) =
exp(−dσt)∫∞

0
exp(−xσt)dx
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kde ∫ ∞
0

exp(−xσt)dx = − 1

σt
[exp(−xσt)]∞0 =

1

σt

a teda

phomo(d) =
exp(−dσt)

1
σt

= σtexp(−dσt)

Ďalej, aby sme vedeli podl’a tejto hustoty vzorkovat’, potrebujeme źıskat’ jej kvantilovú funkciu.
Na to najprv muśım hustotu zintegrovat’, a tak źıskat’ jej distribučnú funkciu a následne túto CDF
zinvertovat’:

Fhomo(x
′) =

∫ x′

0

phomo(t)dt = σt

∫ x′

0

exp(−tσt)dt =

σt
1

−σt
[exp(−tσt)]x

′

0 = − [exp(−tσt)]x
′

0 = 1− exp(−x′σt)

A teraz tento výraz zinvertovat’:

ξ = 1− exp(−x′σt)
1− ξ = exp(−x′σt)
ln(1− ξ) = −x′σt

x′ = − ln(1− ξ)
σt

kde ξ ∼ uniform(0, 1).
Treba si dat’ pozor na pŕıpad, kedy médium nie je nekonečné. Vtedy muśım vziat’ minimum zo:

1. vzdialenosti konca média od pozorovatel’a

2. vzdialenosti do najblizšieho priesečńıku s (tuhou) geometriou od pozorovatel’a

A ak je vzorka vygenerovaná d’alej ako toto minimum, tak poč́ıtam druhý sč́ıtanec integrálu (1b)
namiesto prvého.
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